286 Capitulo 5 Aplicaciones de la integral

J EJEMPLO 6 |Labase de un sdlido es la regidn entre un arco de y =sen x y el eje

x. Cada seccién transversal perpendicular al eje x es un tridngulo equildtero apoyado
en esta base. Encuentre el volumen del sélido.

SOLUCION Necesitamos el resultado de que el 4rea de un tridngulo equildtero de la-
doues V3 u?/4 (véase la figura 13). Procedemos como se muestra en la figura 14.
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Para realizar la integracién indicada, usamos la férmula para el medio 4ngulo sen’

x=(1—cos2x)/2.
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Revision de conceptos

1. Elvolumen de un disco de radio ry grosor hes . 3. Silaregién R, acotada por y =x% y =0y x =3, se hace girar

2. El volumen de una arandela con radio interno r, radio exter- en torno al eje x, el disco en x tendrd un volumen AV ~
no Ry grosor & es 4. Silaregion R de la pregunta 3 se hace girar en torno a la rec-
ta y =-2,la arandela en x tendrd volumen AV =~

Conjunto de problemas 5.2

En los problemas del 1 al 4 encuentre el volumen del sélido generado 3. (a) Ejex (a) Eje x
cuando la region que se indica se hace girar alrededor del eje especifi- (b) Eje (b) Ejey
cado; rebane, aproxime, integre. Y
. . y
1. Ejex @3]6 X ’
y y
y=4-2x

y=-—x2+4x
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Seccion 5.2 Volumenes de solidos: capas, discos, arandelas 287

En los problemas del 5 al 10 dibuje la region R acotada por las
grdficas de las ecuaciones dadas y muestre una rebanada vertical re-
presentativa. Después encuentre el volumen del sélido generado al ha-
cer girar R en torno al eje x.
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6. y=x",x=3,y=0

1
=—x=2x=4y=0
@y X =2x =4y

8. y=x"%y=0entrex =2yx =3

y: V9 — x%y=0,entrex = 2yx =3

10. y=x?*y=0,entrex =1yx =27

En los problemas del 11 al 16 haga un dibujo de la regién R aco-
tada por las grdficas de las ecuaciones dadas y muestre una rebanada
horizontal representativa. Determine el volumen del sélido generado
al hacer girar R alrededor del eje y.

1M x=yLx=0,y=3
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x=—y=2y=6x=0
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13. x=2\f,y=4,x=0 14. x=y2/3,y=27,x=0
15 x =y y=9,x=0 16. x=V4—-3y x=0

17. Encuentre el volumen del sélido generado al hacer girar en
torno al eje x la regién acotada por la mitad superior de la elipse
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y el eje x; de esta manera, encuentre el volumen de un esferoide alar-
gado. Aqui a 'y b son constantes positivas, con a > b.

18. Encuentre el volumen del sélido que se genera al hacer girar,
en torno al eje x, la regién acotada por la recta y = 6x y la pardbola
y=6x%

19. Encuentre el volumen del sélido que se genera al hacer girar,
en torno al eje x, la regién acotada por la recta x —2y =0y la pardbo-
la y? = 4.

20. Encuentre el volumen del sélido que se genera al hacer girar,
en torno al eje x, la region en el primer cuadrante acotada por el
circulo x> +y>=1% el eje x y larectax=r—h,0 < h < r, calculando asi
el volumen de un casquete esférico de altura h, de una esfera de radio r.

21. Encuentre el volumen del sélido que se genera al hacer girar,
en torno al eje y, la regién acotada por la recta y = 4x y la pardbola
y =4x%

22. Encuentre el volumen del sélido que se genera al hacer girar,
en torno a la recta y =2, la region en el primer cuadrante acotada por
las parabolas 3x*> — 16y + 48 =0y x> — 16y + 80 =0y el ¢je y.

23. La base de un sélido es la region interior del circulo x> + y? =
4. Encuentre el volumen del sélido si cada seccion transversal a un
plano perpendicular al eje x es un cuadrado. Sugerencia: véanse los
ejemplos 5y 6.

24. Resuelva el problema 23 suponiendo que cada seccién trans-
versal a un plano perpendicular al eje x es un tridngulo isésceles con
base en el plano xy y altura 4. Sugerencia: para completar la evalua-
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cién, interprete / 4 — x” dx como el drea de un semicirculo.
-2

25. Labase de un sélido estd acotada por unarcode y = 'V cos x,
—7/2 = x = m/2,y el eje x. Cada seccion transversal perpendicu-
lar al eje x es un cuadrado apoyado en esta base. Encuentre el volu-
men del sélido.

26. La base de un sélido es la regién acotada por y=1—x7y
y=1—2x* Las secciones transversales del sélido, que son perpendicu-
lares al eje x, son cuadrados. Encuentre el volumen del sélido.

27. Encuentre el volumen de un octante (un octavo) de la regién
sélida comiin a dos cilindros circulares rectos de radio 1 cuyos ejes se
intersecan en dngulos rectos. Sugerencia: las secciones transversales
horizontales son cuadradas. Véase la figura 15.
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28. Encuentre el volumen dentro de la “cruz” que se muestra en
la figura 16. Suponga que ambos cilindros tienen radio de 2 pulgadas
y largo de 12 pulgadas. Sugerencia: el volumen es igual al volumen
del primer cilindro més el volumen del segundo cilindro menos el vo-
lumen de la regién comiin a ambos. Utilice el resultado del problema
27.

29. Encuentre el volumen interior a la “cruz” de la figura 16, su-
poniendo que ambos cilindros tienen radio r y largo L.
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Figura 16

Figura 17

30. Encuentre el volumen interior de la “T” en la figura 17, supo-
niendo que cada cilindro tiene radio » =2 pulgadas y que las longitu-
des son L =12 pulgadas y L, = 8 pulgadas.

31. Repita el problema 30 para r, L, y L, arbitrarias.

32. La base de un sélido es la regién R acotada por y = Vi y
y=x% Cada seccién transversal perpendicular al eje x es un semicirculo
cuyo didmetro se extiende a lo largo de R. Encuentre el volumen del
solido.

33. Encuentre el volumen del sélido generado al hacer girar la

regién en el primer cuadrante acotada por la curva y* = x3, 1a recta
x=4yelejex:

(a) entorno alarectax=4; (b) en torno a la recta y = 8.

34. Encuentre el volumen del sélido generado al hacer girar la
region en el primer cuadrante acotada por la curva y> = x3, la recta
y=8yelejey:

(a) entorno alarectax=4; (b) en torno a la recta y = 8.
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